
 

Las sowciones que presentare no son

las vinicas soluciones puede haber mais

de una manera de resolver los ejercicios
Sin embargo es muy ilustrativo ly una

buena costumbre academica presentar
Ias soluciones ma's efectivas eficientes y
economicas Aqui presentare Ias sowciones
mais director confiando en que Sean

tambien Las adewadas pedagogicamente

1 a Una Manera v'alida de demostrar

que f es lineal es demostrando que
crimple Ias condiciones de la definition

i respeta la suma

ii respeta la multiplicacion escalar



Presentare una solucion Ma's director

basada en que si A es una Matriz

entonces f I AI es una aplicacion
lineal

Observe que

it H p i
Como f es de la forma AI Sabemos

entonces que es lineal

b lgaal que en el apartado anterior

Podemos demostrar que f es lineal

recurriendo a la definicion o tambien

observando que f es de la forma
A I



4 tt tl L

Efectivamente f es una aplicacion lineal

c No es inmediatamente claro que esta

funcion no es lineal Pero Sospechamos

que no lo es porque no tiene forma
matricial evident e

Cuando queremos demostrar que una

aplicacion no es lineal nuestro primer

estuerzo debe estar dirigido a justificar

Und de la siguientes situaciones

i f no respeta la Suma

ii f no respeta la multiplicion escalar
iii f E to



La n'Hima situacion es la mais

evidente f lol 3 t 8 Por

tanto f no es lineal

d En este caso f no tiene forma
matricial evidente Tampico tenemos

razon para pensar que no es lineal

Procedemos a verificar que f

Compte la definicion de aplicacion
lineal

Primero comprobamos que f

respeta la Suma

Tomamos dos polinomios arbitrarios

en D2 pet aotaittazt y

g the botbsttbzt

pctt qtt faotbdtlaitb.H laztbz.lt



f pHHqH 2laotbo t a tbi

aztbz ai b t

2aota Caz a t 2botbitlbz b.lt

f pit 1 f gits
Entonces f respeta la Suma

Ahora comprobamos que f respeta
la multiplicacion escalar

Tomamos un escalar arbitrario

d y un polinomio arbitrario en Pz

pctl aota.tt azt

xp Lt
aaotaaittaaztztflapttll2xaotxaitlxaz xa.lt

L 2aotat laz a.lt

af pit
Entonces f respeta la multiplicacion



Conduimos que f verifica la

definicion y por tanto es lineal

e La component xftxz es una pista
de que f no es lineal Verificamos

que no respeta la Suma

Escogemos dos vectores arbitrarios en

R2 E El y f Y
It g Kitty
flit F Kitty

of
Yet

xi
2xiyityytytyzxz 2xzyztyiJ

ffxt fly.lt 2lxiyotxzyzl

Por lo tanto f no es lineal



f Esta aplicacion es lineal Justificamos
esta conclusion comprando que se

crimple la definition de aplicacion lineal

Sean A BEM n n dos matrices

f AtB At B t At B
t

At B At Bt
A At 1 Bt Bt

f A t f B

Por tanto f respeta la Suma

Sea x un e scalar y AEMnn una

Matriz

f x A x A t aA
t

x At At a CA tat

af A
Por tanto f respeta la multiplicacion
escalar



2 Se nos pide demostrar que f es lineal

Lo demostraremos comprobando que f

respeta La Suma y la multiplicacion

escalar

sea
ac bo I g

EM dos

matrices Entrances

th L't D'll
actfz lbtyllbtyt.cat

x

fa
b a

tf
fffa.bg tfffEY

Entonces f respeta la Suma



B Sea x un escalar y ac
b EM

Hal D'll c D

fa.gs
ab

faf fa
b

at Ha
Entonces f respeta la multiplicacion
escalar

Queremos calcular la Matriz asociada

a f respecto de la base B Dada
Observe que como f N1 My nose

nos indica una Segunda base para

M entonces se entiende que se nos



pide calcular ME
Recuerdo que MFB'B viene dada

t Hi D.tl D Hi D

tl H 4 14 14 L
it D

4 14 1 4 14 14 1
Hoo D



4 X too L 4

tho D

Por tanto MEB

f Io og

3 Sean Ez y Ez Ias bases can'onicas de
1123
y IR La Matriz asociada vie ne da da

Ht ll.ly



Observe que no conocemos directamente f E
f f F E lo que si conocemos son Los

Siguientes datos

4 11 14 X L tH L

Cimo podemos utilizar los los dats

para calcular ME'S Partiendo de Los

datos y desplies de un poco de esfuerzo
nos damos arenta que B f 9 io

es una base de 1123
y los datos que

tenemos son Ias columnas de

MER fff e.lt De.l4Hla
L



Ico mo sabemos que B E 9 I
es una base

I H
A si que B genera

1123
y es un conjunto

linealmente independiente por tanto una

base
EzBe

Recopilando todo tenemo Mf
y queremos ME

S
Asi que nos

enfrentamos a un problema de Cambio

de base Seguin et siguiente diagrama

a ez ME
B

JIB

e ea
IZ f Iz ME BBEE B Es

v

Il
Tv ez ME

E3
F ez



Lo mais dificil ha Sido interpretarel
problema co nectar los datos dados con lo

que se nos pi de Ahora Soto nos qaeda
calcular BEez y Mfa's MEEB p

B Ez

BE EEE f
iii

to Hf i I

I 0 0

Yz 3 2 42



4 La matriz que buscamos viene dada por
MI'B f II Dc ft bD c fibs c

No conocemos f bi f bi f 153 pero si

conocemos fl bi 531 4 f 52 53 5 Iz

y f 253 2E 1253

La conexion entre los datos y lo que se

nos pide es la siguiente observacion

b2 52 53 53

52 52 53 53

Is I 253

Aplicando f a esta tres ecoaciones

por linealidad obtenemos

f b3 If 1253 I 25 25 It Is
f 5 f 5 b3 1 f 537 25 Is

f Iz f 52 b 3 tf b3 2E Ez 15



Asi que
MI'B 2E 15 e 2E Etcs c Et Es c

i

b Las columnas pivote de MI
B
nos dan

Ias coordenadas respect de C de una

base de Imf
niet Hoo

Las tres columnas son pivote Cada

columna es el vector coordenada respect
de C para Los elements de la base de

Imf Asi que la base encontrada es
25 5 25 Itcz Itcz



c Todas las columnas de MIB son

pivote y por tanto no hay variable

libres Es decir la ewacion

MIB x E tiene una unicasolucion

la trivial I o Es decir Nucf453
Como dim Nucf O variables libres

entonces toda base tiene 0 elements

Es decir Nucf no tiene bases

5 a f tiene representacion matricial

t.i.ie H ll l
por tanto f es lineal

Calcularemos su imagen y nucleo encontrando

una base para Cada Uno



Una base para Imf consiste de Ias
columnas pivote de la matriz asociada

a f

c H L

Por tanto 1mFGen

ft
Para calcular una base de Nuo f

partimos de la forma escalonada ya
calculada Obtenemos d siguiente sistema

XL 1 X z o X

iiiis



Por tanto Nucf Gen
to

Para estudiar la inyectividad y
Sobreyectiva recordemos que
Todas la filas de Hlf tienen pivote si

y Soto si f es sobreyectiva
Todas las columnas de Mf tienen pivote
si y Soto si f es inyectiva
De la forma escalonada reducida

calculada deducimos que f no es

Sobreyectiva ni inyectiva



b f tiene representacion matricial

Hi L

La matriz asociada ya se encuentro

en forma escalonada reducida

Im f Gen fo

xuxa o Nucf

µXz X

X3 µ
B f no es sobreyectiva ni inyectiva



6 a V Si g mo es inyectiva entonces

gluten tiene mais de una sowcion

b V Si gCit gli w

E gail girl gCui i

por tanto E TE Nue g
c F Si g no es sobreyectiva entonces

g no alcanza todo W

d V Para de fini r una aplicacion lineal

basta con establecer como actinia sobre

cualquier base Es precisamente como

se describers f y g
e F Todas las aplicacione lineales complen

f to O La aplicacion nul a es Soto

un Caso particular

f F Toda matriz asociada a una

aplicacion lineal f de 1125 en 425 tiene



5 columnas Adema's

columnas dim Nucft dim Imf
si dim Nucf dim Imf entonces
5 2 dim Imf dim Imf 5 2

10 Wal es absurdo

g V Toda matriz asociada a f tiene

4 columnas Si dim Imf 4 entonces

todas las columnas son pivote Esto

implica que Nucf to Por tanto

f A E tiene una unica sowcio'm

A I



7 a Se pide MIB

MIB flat c If E Jeff Es c

Eu Umc Uic in c

i

O

b Recordemos que
dimImf rangoME'B pivotes deMEB

o

Por tanto dim Imf 2

c De la forma escalonada reducida

X1 1 3 0 Base de Nucf

IgXztXz O

Xz X



d Estudiamos el diagram a

c B
Ty Mf I B
C

Ic I ME EE BEB

f c Mc B IIB

Necesitamos calcular la matriz BEE
BEE T B V2 B VII B

De Las ewaciones

eI J e 2 5 152 Ez Titus

Obtenemos

I _Es VI Ete Iz Etta

por tanto
z to to

to



Calculamos

MIB MIB p
BEI

t

O

n

I I O

l

d Estudiamos el diagram a

c B
Ty Mf I BC

1 I M
B

BEB I3

if c MGB IIB



Ya tenemos la matriz
e c

Calculamos

ME EMI f f

0 I 1

I

g Se nos pide calcular ME Aprovecharems

Ias cuentas que ya hemos hecho

Obtendremos ME
B

a parti r de Mcf

Tambie n se puede obtener de MEB



Estudiamos el diagrama

GB
JIE Mf ITB

P
Ee et MI'T j z z Is

ope MCB IIB

Calculamos

l X

0 I I

I L



h La inyectividad y sobreyectividad se puede

estudiar usando cualquiera de Las matrices

asociadas Utilizaremos ME

I L

No Todas las filas ni todas las columnas
tienen pivotes por tanto f no es

inyectiva ni sobreyectiva

8 Sea B hEi Ea ez la base Dada Para

estodi ar la inyectividad y sobreyectividad
de f necesitamos estudiar Los pivotes
de la Matriz asociada respect de

la base dada



MBfB flea B fled B fled B
aEtEztE3 B Et Eaters B Etblites B

n i

Consideramos Los siguientes casos

B b L

a L a1 1

Un pivote Dos pivotes

Nosobreyectiva No sobreyectiva

No inyectiva No inyectiva

b L

a L a 1 1

Dos pivotes Tres pivotes

No sobreyectiva Sobreyectiva
No inyectiva inyectiva



Resumen att y b1 1 Biyectiva
a L o b L No sobreyectiva

No inyectiva



I li c
fit a 2 fi la I

iii a

i i


